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Indugéo

Inducao
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Indugéo

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

Inducao é uma técnica de demonstracao matematica em que
algum parametro da proposicao a ser demonstrada envolve
ndmeros naturais.

- Seja T uma proposicao que desejamos provar como verdadeira
para todos valores naturais n.

- Ao invés de provar diretamente que T é valida para todos os
valores de n, basta provar os itens 1 e 3, listados a seguir:

1) Caso Base: Provar que T é valida para n = 1.

2) Hipotese de Indugdo: Assumimos que T é valida para n — 1.

3) Passo de Inducdo: Assumindo que T é valida para n — 1, devemos
provar que T é valida para n.
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Indugéo

14+24+3+...+n
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Indugéo

14+24+3+...+n=
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Indugéo

14+24+3+...+n
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Indugéo

14+24+3+...+n
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Indugéo

14+24+3+...+n

Cémo provamos que isto é verdade?
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Indugéo

14+24+3+...+n

Cémo provamos que isto é verdade?

Devemos verificar que a formula vale para todo n € {1,2,3,...,}
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Indugéo

- 1
1+2+3+...+n=2z‘=w
1=1

2

é verdade para n =17
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Indugéo

2

é verdade para n =17

Quanto vale a soma?
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Indugéo

2

é verdade para n =17

Quanto vale a soma?

14243+...+n=1

Irommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programa¢do de Computadores

- 1
1+2+3+...+n=2z‘=w
1=1

Terca-feira, 31 de maio de 2022

8/98



Indugéo

2

é verdade para n =17

Quanto vale a soma?

14243+...+n=1

Quanto vale a formula aplicada em n = 17
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Indugéo

2

é verdade para n =17

Quanto vale a soma?

14243+...+n=1

Quanto vale a formula aplicada em n = 17

1(1—|—1)_1
=
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Indugéo

2

é verdade para n =17
Quanto vale a soma?

14243+...+n=1

Quanto vale a formula aplicada em n = 17

1(1—|—1)_1
=

Ent3o,
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Indugéo

- 1
1+2+3+...+n=2z‘=w
1=1

2 (@)

é verdade para n =17
Quanto vale a soma?

14243+...+n=1

Quanto vale a formula aplicada em n = 17

1(1—|—1)_1
=

Entdo, («) é verdade para n = 1.
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Indugéo

- 1
1+2+3+...+n=2z‘=w
1=1

2

é verdade para n = 27

Irommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programa¢do de Computadores Terca-feira, 31 de maio de 2022 9/98



Indugéo

2

é verdade para n = 27

Quanto vale a soma?
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Indugéo

2

é verdade para n = 27

Quanto vale a soma?

142434+...4n=23
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Indugéo

2

é verdade para n = 27

Quanto vale a soma?

142434+...4n=23

Quanto vale a formula aplicada em n = 27
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Indugéo

2

é verdade para n = 27

Quanto vale a soma?

142434+...4n=23

Quanto vale a formula aplicada em n = 27

22+1)
U3
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Indugéo

2

é verdade para n = 27
Quanto vale a soma?

142434+...4n=23

Quanto vale a formula aplicada em n = 27

22+1)
U3

Ent3o,
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Indugéo

2

é verdade para n = 27
Quanto vale a soma?

142434+...4n=23

Quanto vale a formula aplicada em n = 27

22+1)
U3

Entdo, («) é verdade para n = 2.
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Indugéo

- 1
1+2+3+...+n=2z‘=w
1=1

2

é verdade para n = 37
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Indugéo

2

é verdade para n = 37

Quanto vale a soma?
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Indugéo

2

é verdade para n = 37

Quanto vale a soma?

14243+...4n=0
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Indugéo

2

é verdade para n = 37

Quanto vale a soma?

14243+...4n=0

Quanto vale a formula aplicada em n = 3?
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Indugéo

2

é verdade para n = 37

Quanto vale a soma?

14243+...4n=0

Quanto vale a formula aplicada em n = 3?

33+1)
B _¢
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Indugéo

2

é verdade para n = 37
Quanto vale a soma?

14243+...4n=0

Quanto vale a formula aplicada em n = 3?

33+1)
B _¢

Ent3o,
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Indugéo

2

é verdade para n = 37
Quanto vale a soma?

14243+...4n=0

Quanto vale a formula aplicada em n = 3?

33+1)
B _¢

Ent3o, («) é verdade para n = 3.
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Indugéo

Devemos continuar para todo n € {1,2,...}
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Indugéo

N n(n+1)
1+24+3+... = -
+2434+ ... 4n=) i 5

1=1

O passo de inducao
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Indugéo

n
1+2+3+...+n=2i=n
=1

2

O passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n =z
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Indugéo

N n(n+1)
1+24+3+... = -
+2434+ ... 4n=) i 5

1=1

(a)

O passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n =z

ou seja .
142434 .. fa=) i=

i=1

@41 ¢ erdadel!
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Indugéo

N n(n+1)
1+24+3+... = -
+2434+ ... 4n=) i 5

1=1

O passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n =z

ou seja .
142434 .. fa=) i=

i=1

@41 ¢ erdadel!

A ideia é que a partir disso,
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Indugéo

N n(n+1)
1+24+3+... = -
+2434+ ... 4n=) i 5

1=1

O passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n =z

ou seja .
142434 .. fa=) i=

i=1

@41 ¢ erdadel!

A ideia é que a partir disso,
consigamos provar que a formula vale também paran =z + 1.
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Indugéo

N n(n+1)
1+24+3+... = -
+2434+ ... 4n=) i 5

1=1

O passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n =z

ou seja .
142434 .. fa=) i=

i=1

@41 ¢ erdadel!

A ideia é que a partir disso,
consigamos provar que a formula vale também paran =z + 1.

O que provamos com isso?
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Indugéo

O passo de inducao
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Indugéo

O passo de inducao

1,2, 3 ...z, x+1, ...
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Indugéo

O passo de inducao

1,2, 3 ...z, x+1, ...

ou seja

(«) é verdade para z = (o) é verdade para x + 1
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Indugéo

- 1
1+2+3+...+n:Zi:@
=1

O passo de inducao
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v)
X
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao
(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1

Entao
(v)

1

Caso Base
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1

Entao

1

Caso Base
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1

Entao
(v) (v) (v)

Il =2=3

Caso Base
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1

Entao
(v) (v) (v) (v)

1 = 2=3=4

Caso Base
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1

Entao
(v) (v) (v) (v) (v)
Il =2=3=4=5

Caso Base
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1

Entao
(v) (v) (v) (v) (v) (v)

]l =22=3=4=5=60

Caso Base
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1

Entao
(v) (v) (v) (v) (v) (v) (v)

]l =22=23=24=5=06=17

Caso Base
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1

Entao
(v) (v) (v) (v) (v) (v) (v) (v)

]l =22=23=24=5=06=7=28

Caso Base
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Indugéo

1+24+3+...+n

O passo de inducao

(av) é verdade para x = («) é verdade para x + 1

(v) v)
rT=x+1

Caso Base

(cv) é verdade para 1

Entao
(v) (v) (v) (v) (v) (v) (v) (v)

1 =>2=>3=2>4=5=0=7T=8=...

Caso Base
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Indugéo

1+2+3+...

Prova do passo de inducao
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Indugéo

1+2+3+...

Prova do passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n =z
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Indugéo

1+2+3+...

Prova do passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n

ou seja 1+2+34+...+x
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Indugéo

1+2+3+...

Prova do passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n

ou seja 1+2+34+...+x

1+243+...+2+(z+1) =
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Indugéo

1+2+3+...

Prova do passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n

ou seja 1+2+34+...+x

1+243+...+2+(z+1) =

14+243+...+az+(x+1)
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Indugéo

1+2+3+...

Prova do passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n
z(x+1)
2
z(x+1)
2
z(z+1) 2(x+1)
2 + 2
(x+2)(x+1)
2

ou seja 1+2+34+...+x

1+243+...+2+(z+1) = +(x +1)

1+243+...4+2+(z+1) =

14+2434... +at(z+1) =
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Indugéo

1+2+3+...

Prova do passo de inducao

Vamos supor que formula vale para um valor n
z(x+1)
2
z(x+1)
2
z(z+1) 2(x+1)
2 + 2
(x+2)(x+1)
2

ou seja 1+2434+...+2

1+243+...+2+(z+1) = +(x +1)

1+243+...4+2+(z+1) =

14+2434... +at(z+1) =

1+2+3+...4+z+(x+1) = (0) emzx+1
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Indugéo

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

Por que a inducao funciona? Por que as duas condicoes sao
suficientes?

- Mostramos que T é valida para um caso simples como n = 1.

- Com o passo da inducao, mostramos que T é valida paran = 2.

- Como T é valida para n = 2, pelo passo de inducao, T também é
valida para n = 3 e assim por diante.
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Indugéo

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

Teorema
A soma S(n) dos primeiros n nimeros naturais € S(n) = n(n +1)/2.

Prova
- Base: Para n =1, temos que S(1) =n(n+1)/2=1(1+1)/2=1.
- Hipotese de Inducao: Vamos assumir que a formula e valida
para n —1, ou seja, S(n —1) = (n —1)n/2.
- Passo: Devemos mostrar que é valida para n. Por definicao,
S(n) = S(n — 1) + n. Por hipotese, S(n — 1) = (n — 1)n/2, logo:

S(n) = S(n—1)+n
(n—"1n/2+n
(n>=n)/2+n
(n* +n)/2
n(n+1)/2
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Recursao
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Recursao

Inducao

(v)
1

Caso Base
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Recursao

Inducao

1 =2

Caso Base
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Recursao

Inducao

v) W) poe (V)
1 = 9 ey

Caso Base
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Recursao

Inducao

({) N (5) Passo (é) Passo (Zl)

Caso Base
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Recursao

Inducao

({) N (5) Passo (é) Passo (Zl) Passo (g)

Caso Base
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Recursao

Inducao

({) N (5) pa:>sso (é) pa:>sso (Zl) paz>sso (g) pa:>sso (é)

Caso Base
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Recursao

Inducao

({) N (5) pa:>sso (é) pa:>sso (Zl) paz>sso (g) pa:>sso (é) pa:>ss0 (;)

Caso Base
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Recursao

Inducao

({) N (5) pa:>sso (é) pa:>sso (Zl) paz>sso (g) pa:>sso (é) pa:>ss0 (;) Pa:>ss0 (é)

Caso Base
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Recursao

Inducao

%) :fg%gJQ%g“f%g“?%g“g%g”?%g“g%gﬂ‘ﬁQ

Caso Base
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

n
Problema de tamanho
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

<—

n
Problema de tamanho
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— .8+ 7

n
Problema de tamanho
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— .8 T+ 6

n
Problema de tamanho
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— .8 T<+6+5

n
Problema de tamanho
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— .8 T+ 6+ 5+ 14

n
Problema de tamanho
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84T+ 6+ 5+ 4+ 3

n
Problema de tamanho
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84T+ 6+ 5+ 4+ 3+ 2

n
Problema de tamanho

Irommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programa¢do de Computadores Terca-feira, 31 de maio de 2022 19 /98



Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84T+ 06+ D5+ 4+ 3+ 2+« 1

n
Problema de tamanho Caso Base
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84T+ 06+ D5+ 4+ 3+ 2+« 1

n
Problema de tamanho Caso Base

n!
Problema
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84T+ 06+ D5+ 4+ 3+ 2+« 1

n
Problema de tamanho Caso Base

n! < nx(n-—1)
Problema
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84T+ 06+ D5+ 4+ 3+ 2+« 1

n
Problema de tamanho Caso Base

n! —nxm-—1)+<nx(n-1)x(n-2)!
Problema
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84— T<+—06+ 5+ 4+ 3+ 2« 1

n
Problema de tamanho Caso Base

nl —nxmh—1)+nxnh—-—1)xn—-2)«+ ... <nxnmn—-1)x(n—-2)x(n—3)Xx...X
Problema Caso base
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84— T<+—06+ 5+ 4+ 3+ 2« 1

n
Problema de tamanho Caso Base

nl —nxmh—1)+nxnh—-—1)xn—-2)«+ ... <nxnmn—-1)x(n—-2)x(n—3)Xx...X
Problema Caso base

5!
Problema
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84— T<+—06+ 5+ 4+ 3+ 2« 1

n
Problema de tamanho Caso Base

nl —nxmh—1)+nxnh—-—1)xn—-2)«+ ... <nxnmn—-1)x(n—-2)x(n—3)Xx...X
Problema Caso base

51 <« 5 x 4!
Problema
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84— T<+—06+ 5+ 4+ 3+ 2« 1

n
Problema de tamanho Caso Base

nl —nxmh—1)+nxnh—-—1)xn—-2)«+ ... <nxnmn—-1)x(n—-2)x(n—3)Xx...X
Problema Caso base

5!+ 5 x4+ 5x4x3!
Problema
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84— T<+—06+ 5+ 4+ 3+ 2« 1

n
Problema de tamanho Caso Base

nl —nxmh—1)+nxnh—-—1)xn—-2)«+ ... <nxnmn—-1)x(n—-2)x(n—3)Xx...X
Problema Caso base

5 5 x4+ 5x4x3+5x4x3x2!
Problema
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Recursao

Inducao

Caso Base

Recursao

— 84— T<+—06+ 5+ 4+ 3+ 2« 1

n
Problema de tamanho Caso Base

nl —nxmh—1)+nxnh—-—1)xn—-2)«+ ... <nxnmn—-1)x(n—-2)x(n—3)Xx...X
Problema Caso base

5l 5 x4+ 5x4x3+5x4x3x21+5x4x3x2X
Problema Caso base
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Recursdo

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

Irommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programa¢do de Computadores Terga-feira, 31 de maio de 20


https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf

Recursao

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

- Suponha que desejamos criar um algoritmo para resolver um
determinado problema.

- Usando o método de recursao/inducao, a solugao de um
problema pode ser expressa da seguinte forma:

- Primeiramente, definimos a solu¢ao para casos base.

- Em seguida, definimos como resolver o problema para um caso
geral, utilizando solucdes para instancias (entradas) menores do
problema.
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Recursao

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

- Definicoes recursivas de funcoes operam como o principio
matematico da inducao visto anteriormente, ou seja, a solucao

é inicialmente definida para o(s) caso(s) base e estendida para
0 caso geral.
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Recursao

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

Problema: calcular o fatorial de um nUmero inteiro nao
negativo (n).

- Qual @ 0 caso base?
-0l =1

- Qual é o passo indutivo?

-nl=nx(n-1)!

Este problema é trivial pois a propria definicao de fatorial é
recursiva.
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Recursao

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

Portanto, a solucao do problema pode ser expressa da seguinte
forma:

- Sen=0entao 0! =1.

- Sen>1entaon!=nx(n-"1)>~

Note como aplicamos o principio da inducao:
- Sabemos a solucdo para um caso base (n = 0).
- Definimos a solucao do problema geral em termos do mesmo
problema, mas para um caso mais simples.
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Recursao

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

def fatorial(n):
if n == 0:
return 1
else:
aux = fatorial(n - 1)
return n * aux
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Recursao

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

- Para solucionar o problema, fizemos uma chamada para a
propria funcao, por isso esta fungao é chamada de recursiva.

- Recursividade geralmente permite uma descricao mais clara e
concisa dos algoritmos, especialmente quando o problema é
recursivo por natureza.
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Gerenciamento de Meméria

Gerenciamento de Memodria
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

Devemos entender como é feito o controle sobre as variaveis
locais em chamadas recursivas.
- A memoria de um sistema computacional é dividida em trés

partes:
- Espaco Estatico: contém o codigo do programa.
- Heap: para alocacao dinamica de memoria.
- Pilha: para execucao de funcoes.
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

- Toda vez que uma funcao é invocada, suas variaveis locais sao
armazenadas no topo da pilha.

- Quando uma fungao termina a sua execugao, suas variaveis
locais sao removidas da pilha.
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

def fi1(a, b):
c=a-b»b
return (a + b + ¢)

def f2(a, b):
c = fi(b, a)

return (b + ¢ - a)
def main():
x = f2(2, 3)

return 0

main()
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf
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Gerenciamento de Meméria
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

£1(3, 2):

return (a + b + ¢)

b
2
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

£1(3, 2):

return 6
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf
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Gerenciamento de Meméria
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£2(2, 3):

return (b + ¢ - a)

b
3
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

£2(2, 3):

return 7
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

main() :

return 0
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Gerenciamento de Meméria
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Gerenciamento de Meméria
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No caso de chamadas recursivas &€ como se cada chamada
correspondesse a chamada de uma funcao distinta.

- As execucoes das chamadas de funcoes recursivas sao feitas na
pilha, assim como qualquer funcao.

-+ O Ultimo conjunto de variaveis alocadas na pilha, que esta no
topo, corresponde as variaveis da Gltima chamada da funcao.

- Quando termina a execucao de uma chamada da funcao, as
variaveis locais desta chamada sao removidas da pilha.
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

- Considere novamente a solucao recursiva para se calcular o
fatorial e assuma que seja feita a chamada fatorial(4).

def fatorial(n):
if n ==
return 1
else:
aux = fatorial(n - 1)
return n * aux
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Gerenciamento de Meméria

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

- Cada chamada da funcao fatorial cria novas variaveis locais
de mesmo nome (n e aux).

Portanto, maltiplas variaveis (n e aux) podem existir em um
dado momento.

Em um dado instante, o nome n (ou aux) refere-se a variavel
local ao corpo da funcao que esta sendo executada naquele
instante.

- A seguir, veremos o estado da pilha de execucao para a
chamada fatorial(4).
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Gerenciamento de Meméria
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fatorial(4):

aux = fatorial (n-1)
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fatorial(4):

aux = fatorial(3)
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fatorial (3):

fatorial (4):

aux = fatorial (3)
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fatorial (3):

aux = fatorial (n-1)

fatorial(4):

aux = fatorial(3)
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fatorial (3):

aux = fatorial(2)

fatorial(4):

aux = fatorial(3)
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fatorial (2):

fatorial (3):

aux = fatorial(2)

fatorial(4):

aux = fatorial(3)
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fatorial (2):

aux = fatorial (n-1)

fatorial (3): n aux

aux = fatorial(2) D

fatorial(4):

n aux

aux = fatorial(3)

Irommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programa¢do de Computadores Terca-feira, 31 de maio de 2022


https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf

Gerenciamento de Meméria

https://icqunicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

fatorial (2):

aux = fatorial(l)

fatorial (3):

aux = fatorial(2)

fatorial(4):

aux = fatorial(3)
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fatorial(1l):

n

2]

fatorial (2):

aux = fatorial(l)

fatorial (3): n aux

aux = fatorial(2) D

fatorial(4):

n aux

aux = fatorial(3)
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fatorial (1) :

n

aux = fatorial (n-1) Ij

fatorial (2):

aux = fatorial(l)

fatorial (3): n aux

aux = fatorial(2) D

fatorial(4):

n aux

aux = fatorial(3)
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fatorial(1l):

n

aux = fatorial (0) |:|

fatorial (2):

aux = fatorial (1)

fatorial (3) : n aux

aux = fatorial (2) D

fatorial (4):

n aux

aux = fatorial (3)
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fatorial (0) :

[]

fatorial(1l):

V]
=
E]

aux = fatorial (0)

[]

fatorial (2):

V]
[
»

aux = fatorial (1)

fatorial (3) :

aux = fatorial (2)

[ | []

fatorial (4):

]
[
»

[0]
[2]
[4]

[]

aux = fatorial (3)
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fatorial (0) :

[]

return 1

fatorial(1l):

V]
=
E]

aux = fatorial (0)

[]

fatorial (2):

V]
[
»

aux = fatorial (1)

fatorial (3) :

aux = fatorial (2)

[ | []

fatorial (4):

]
[
»

(0]
[2]
[4]

[]

aux = fatorial (3)
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fatorial(1l): n  aux

aux = 1

fatorial (2): n p—

aux = fatorial (1)

fatorial (3) : n aux

aux = fatorial (2) D

fatorial (4):

n aux

aux = fatorial (3)
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fatorial(1l): n  aux

return n * aux

fatorial (2): n p—

aux = fatorial (1)

fatorial (3) : n aux

aux = fatorial (2) D

fatorial (4):

n aux

aux = fatorial (3)
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fatorial(1l): n  aux

fatorial (2): n p—

aux = fatorial (1)

fatorial (3) : n aux

aux = fatorial (2) D

fatorial (4):

n aux

aux = fatorial (3)
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fatorial (2):

aux = 1

fatorial (3) :

aux = fatorial (2)

fatorial (4):

aux = fatorial (3)
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fatorial (2):

return n * aux

fatorial (3) :

aux = fatorial (2)

fatorial (4):

aux = fatorial (3)
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fatorial (2):

return 2

fatorial (3) :

aux = fatorial (2)

fatorial (4):

aux = fatorial (3)
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fatorial (3):

aux = 2

fatorial (4):

aux = fatorial (3)
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fatorial (3):

return n * aux

fatorial (4):

aux = fatorial (3)
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fatorial (3):

return 6

fatorial (4):

aux = fatorial (3)
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fatorial (4):

aux = 6

n

[4][e]
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fatorial (4):

return n * aux

n

[4][6]
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fatorial (4):

return 24

n

[4][6]
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Note que a variavel aux é desnecessaria. Alem disso, o else
também é desnecessario.

def fatorial(n):
if n ==
return 1
else:
return n * fatorial(n - 1)
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Note que a variavel aux é desnecessaria. Alem disso, o else
também é desnecessario.

def fatorial(n):
if n ==
return 1

return n * fatorial(n - 1)
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Recursao x lteracao
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- Solucoes recursivas sao geralmente mais concisas do que as
iterativas.

- Solucoes iterativas em geral consomem menos memoria do que
as solucoes recursivas.

- A copia dos parametros a cada chamada recursiva gera um
custo adicional para as solucoes recursivas.
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No caso da funcao fatorial, a solucao iterativa € mais
eficiente:

def fatorial(n):

fat = 1

for i in range(1, n + 1):
fat = fat = 1

return fat
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- Seja 1 uma lista de inteiros de tamanho n.
- Queremos saber a soma de todos os seus elementos.

- Como podemos descrever este problema de forma recursiva?

- Vamos denotar por soma(l, n) asoma dos n primeiros
elementos de uma lista 1. Com isso, temos:
- Sen = 0,soma(l, 0) 0.
- Sen > 0,soma(l, n) soma(l, n - 1) + 1[n - 11

Irommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programa¢do de Computadores Terga-feira, 31 de maio de 2022


https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf

Recursdo X lteragdo

https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aulal2.pdf

def soma(l, n):
if n == 0:
return 0

return soma(l, n - 1) + 1[n - 1]
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- O método recursivo sempre termina, pois:

Existe um caso base bem definido.
- A cada chamada recursiva, usamos um valor menor de n.
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Neste caso, a solucao iterativa também é melhor que a
recursiva:

def soma(l, n):
soma = 0

for i in range(n):
soma = soma + l[i]

return soma
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Neste caso, a solucao iterativa também é melhor que a
recursiva:

def soma(l, n):
soma = 0

for i1 in 1:
soma = soma + i

return soma
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- A série de Fibonacci é a seguinte:
- 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . . ..

- Suponha que queremos determinar qual & o n-ésimo nimero
da série de Fibonacci, que denotaremos por Fibonacci(n).

- Como descrever o n-ésimo nimero de Fibonacci de forma
recursiva?
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- Temos 0s seguintes casos base:
-Sen = 1oun = 2, entdo Fibonacci(n) = 1.

- Caso contrario, podemos computar Fibonacci(n) como:

Fibonacci(n) = Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
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def fibonacci(n):
if n == 1 or n
return 1

return fibonacci(n - 1) + fibonacci(n - 2)
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def fibonacci(n):
fib = [1, 1]

for i in range(2, n):
fib.append(fib[i - 1] + fib[i - 2])

return fib[n - 1]
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def fibonacci(n):
anterior = atual =

for i in range(2, n):
(anterior, atual) = (atual, atual + anterior)

return atual
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Paran > 2, quantas somas sao necessarias para calcular

Fibonacci(n) usando uma estratégia iterativa?
- Sao necessarias n - 2 somas.
Paran > 2, quantas somas sao realizadas para calcular
Fibonacci(n) usando a funcao recursiva vista anteriormente?
Fibonacci(3): 1soma.
Fibonacci(4): 2 somas.
Fibonacci(5): 4 somas.
Fibonacci(6): 7 somas.
Fibonacci(7): 12 somas.
Fibonacci(8): 20 somas.
Fibonacci(9): 33 somas.
Fibonacci(10): 54 somas.
Fibonacci(20): 6.764 somas.
Fibonacci(50): 12.586.269.024 somas.
- Sao realizadas Fibonacci(n) - 1 somas.
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- Por exemplo, paran = 20, os nimeros de vezes que a funcao
recursiva calcula Fibonacci(k), para 1 < k < 20, sdo os
seguintes:

Fibonacci(1): 2584 Fibonacci(11)
Fibonacci(2): 4181 Fibonacci(12)
Fibonacci(3): 2584 Fibonacci(13):
Fibonacci(4): 1597 Fibonacci(14)
Fibonacci(5): 987 Fibonacci(15)
Fibonacci(6): 610 Fibonacci(16)
Fibonacci(7): 377 Fibonacci(17)
Fibonacci(8): 233 Fibonacci(18)
Fibonacci(9): 144 Fibonacci(19)
Fibonacci(10): 89 Fibonacci(20)
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- Aversao iterativa calcula uma Unica vez todos os valores de
Fibonacci(k), para1<k <n.

- Para calcular o valor de Fibonacci(n), a funcao recursiva
calcula o valor de Fibonacci(k), para2 < k < n,
Fibonacci(n - k + 1) vezes.
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Recursao € uma técnica para se criar algoritmos em que:

- Devemos descrever solucoes para casos base.
- Assumindo a existéncia de solugdes para casos mais simples,
mostramos como obter uma solucao para um caso mais complexo.

- Algoritmos recursivos geralmente sao mais claros e concisos.

Devemos avaliar a clareza de codigo x eficiéncia do algoritmo.

Irommel@ic.unicamp.br (UNICAMP) Algoritmos e Programa¢do de Computadores Terga-feira, 31 de maio de 2022


https://ic.unicamp.br/~mc102/aulas/aula12.pdf

Niimeros de Fibonacci

Perguntas ....
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